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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

1. INTRODUCAO
Vamos estender o conceito de fungdo a fungdes de mais de uma variavel independente.

Tais fungdes ocorrem frequentemente em situagdes praticas. Por exemplo, a area aproximada da su-
perficie do corpo de uma pessoa depende do seu peso e altura. O volume de um cilindro circular reto
depende de seu raio e a altura. De acordo com a lei do gas ideal, o volume ocupado por um gés confi-
nado ¢é diretamente proporcional a sua temperatura ¢ inversamente proporcional a sua pressdo. O custo
de um determinado produto pode depender do custo do trabalho, pre¢o de materiais e despesas gerais.

Para ampliar o conceito de fun¢do a fungdes de um niimero qualquer de varidveis, precisa-
mos primeiro considerar pontos num espaco numérico n-dimensional. Da mesma forma que denota-
mos um ponto em IR por um niimero real x, um ponto em IR? por um par ordenado de nimeros reais
(x,y)eumpontoem IR® porum tripla ordenada de niimeros reais ( X, y, z ), um ponto do espago n-
dimensional, IR " , ¢ representado por uma énupla de nimeros reais, sendo comumente denotado por
P:(Xl,Xz,X3,...,Xn)

2. FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS
DEFINICAO : Uma fun¢io de duas variaveis reais a valores reais ¢ uma fun¢do f:A - B, onde A [J
TR . Uma tal fungdo associa a cada par (X, y ) [0 A, um tnico nimero f(x,y) OIR. O
dominio é todo o plano xy ou parte dele.

EXEMPLOS :
a) f(x,y)=x"—2xy b)g(x,y)=x-y’ 0z=x"+y’

OBSERVACAO : Quando os valores de uma fungdo sdo dados por uma formula e ndo descrevemos ex-
plicitamente o Dominio da fun¢do, admitimos que o dominio consista de todos os
pontos ( X,y ) para os quais a formula ¢é definida.

2.1 - GRAFICO
O grafico de uma funcdo f( x, y ) € uma superficie que representa o conjunto de pontos
(x,y,z)0IR? para os quais (x,y) 0 IR?( dominio) e z= f(x,y).




2.2 — CURVAS DE NIVEL
A representacio geométrica de uma fungdo de duas variaveis ndo ¢ tarefa facil. Entdo
quando se pretende ter visdo geométrica da funcdo, utiliza-se as suas curvas de nivel, por ser mais facil
de se obter a sua representagdo geométrica.
Uma curva de nivel de uma fungéo f(x,y)éacurva f(x,y)=c (c=cte)no plano xy,
logo a curva de nivel consiste dos pontos (x,y) [0 IR? onde a fungdo tem valor c¢ .

3. FUNCOES DE TRES VARIAVEIS
DEFINICAO : Uma fungdo de trés variaveis reais, definida em A [ IR?, é uma fungio que associa, a
cada terno (X, y, z) A, um unico niimero real w = f(x,y, z) [0 IR. O dominio ¢é
todo 0 IR ou parte dele.

EXEMPLOS :

a) f(x,y,2)=x+2xy —z De(xy,z)=2x+y' -7 Ow=x-32+y

3.1 — SUPERFICIES DE NiVEL
O grafico de uma fun¢fo de trés variaveis € um subconjunto do espaco de quatro di-

mensoes e, como tal, ndo temos a possibilidade de representa-lo em um desenho. Dizemos que se trata
de uma hipersuperficie de TR * .

De modo geral, o grafico de uma fungdo f: A - IR,onde A IR" ¢ uma hipersuperfi-
cie do espoco IR"*! .

Como ja foi dito nao € possivel visualizar o grafico de uma funcdo de trés variaveis, pois o
grafico ¢ em 4 dimensdes. Em vez disso, consideramos suas Superficies de Nivel. Uma superficie de
nivel de f( x,y, z) é uma superficie f( x,y, z)=c¢ no IR", onde a fungdo tem valor constante.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Seja a fungdo definida por f(x,y)=-1+ 3x2\/§ . Determine :
a) Dominio de f ; b) f(1,4) ¢) f(0,9) d)f(L,-1)

2. Determinar as superficies de nivel da fungdo w = \/x* + y*+ z* . Dar exemplos de trés pontos per-

tencentes ao grafico de w .

3. Determinar o dominio ¢ descrever o mesmo das fungdes :

a) f(x,y)=l(x’-y) by f(x,y)=yx ty -4

y- x?

C)f(nyaZ):e“(16—4X2—4Y2—Z2) d)f(X,Y): I‘XZ



LISTA DE EXERCICIOS

1. Encontrar uma fung¢fo de varias variaveis que nos dé :

a) O volume de agua necessario para encher uma piscina redonda de x metros de raio e y metros de
altura.

b) A temperatura nos pontos de uma esfera, se ela, em qualquer ponto, ¢ numericamente igual a distan-
cia do ponto ao centro da esfera .

2. Seja a fungdo g(x,y) = x> — y . Calcule a imagem dos pontos abaixo .

a)P(3,5) b)M(-4,-9) o T(x+2,4x+4)
R.2;5

3. Esboce o grafico das fungdes abaixo :
a) f(x,y)=x+y-4 b)g(x,y)=x*+y?
o h(x,y)=+25-x*-y? df(xy)=1-x*-y
4. Encontre o dominio e conjunto imagem das fungdes de duas variaveis abaixo .

1
) f(x,¥)= x_y b) g(x, y) =l (xy-1) z=~x+y
dg(x,y)=x>+y’-2 e) f(x,y)=e* "> gh(x,y)=+9-x*-y’

5. Trace algumas curvas de nivel das fungdes abaixo:

a) f(x,y)=x-2y b)g(x,y)=x’+y o) f(x,y)=y.senx

dz=x.y e)h(x,y)=x*+y?*-9

6. Encontre o dominio das fung¢des abaixo :

a)f(X’Y9Z):2X+y+Zz b)g(xsy’z):m(xz+y274)

1
C)f(xay3z):;+Y'Z d)f(r,S,V,p):rsz+th+4sV

e)h(X,y)= x> +y* -9 fh(x,y,z)=

5-x?



7. Dada a funcdo h(x, y) = /25 - x> - y? .
a) Determine o seu dominio e o represente no plano xy;
b) Escreva a equagdo da curva de nivel ¢ =4 ¢ a represente no plano xy.

8. A temperatura do ponto P( x, y) de uma chapa ¢ dada por T( x, y) = 2x*> + y* — 6. Determine a equa-
cdo da isoterma que passa pelo ponto A( 1,4 ) e a represente no plano xy.

120 .
2 (V é medido em

9. O potencial elétrico em uma regido do plano xy ¢ dado por V(x,y ) = w

volts) .
a) Qual é o lugar geométrico dos pontos cujo potencial é 30 volts?
b) Determine a curva equipotencial que passa pelo ponto P( 1, 1).

10. Seja R(x, y) = 2x + 3y a receita de vendas de dois produtos de qualidades x e y. Esboce o grafico
dos (x, y) para os quais R = 120, tal curva é chamada em Economia de iso-receita.

11. Sejam x ey as quantidades vendidas de dois produtos, cujos pregos unitarios sio R$ 10,00 e
R$ 30,00 respectivamente.
a) Determine a funcdo receita R(x,y ) ; b) Calcule R( 20, 40);

¢) Represente graficamente os pares para os quais R =R$ 1200,00.
R. b) R$ 1400,00

12. Seja f( x,y ) =3x + 2y. Calcule:

DF(L-1) b) f(x+ h,yz—f(x,y)

R.a)l e b)3

13. Considere a fung¢do f dadapor f(x,y)= - 1"

a) Determine o conjunto dominio € o conjunto imagem da fungéo ;

b) Esboce algumas curvas de nivel da fungao.

14. Hughes — 299. A temperatura ajustada pelo fator vento( sensacéo térmica ) € a temperatura que
vocé sente como resultado da combinacao do vento e da temperatura , conforme tabela 2 .

a) Se a temperatura ¢ de 0° C e a velocidade do vento ¢ de 15 km/h, que temperatura vocé sente ?

b) Se a temperatura ¢ de 35° C ¢ a velocidade do vento é de 15 km/h, que temperatura vocé sente ?



Temperatura(°C )

E A 35 30 25 20 15 10 5 0
& E 5 33 21 21 16 12 1 0 5
8= 10 22 16 10 3 -3 9 15 22
8 ‘E 15 16 9 2 -5 -1 A8 -25 -
3 E 20 12 4 ] 10 A7 24 - 28
= 25 i 1 -1 15 22 29 -6 A4
Tabela 2

15. Hughes — 306 . Esboce um diagrama de curvas de nivel correspondente a fungdo C ( d, m ) =40d
+0,15m. Inclua curvas de nivel com os valores C = 50, C =100, C =150 ¢ C =200.

16. Hughes — 306 . A figura abaixo representa as curvas de nivel da fungdo z = f( x,y ). A fungdo z é
crescente ou decrescente em relacdo a variavel x ? E em relagdo a variavel y ?

e
53/
m/;

1/ /]



LIMITES E CONTINUIDADE

1. INTRODUCAO
Enquanto um ponto varidvel x num eixo coordenado pode se aproximar de um ponto fixo

X, por apenas dois sentidos, um ponto variavel ( x, y ) num plano coordenado pode se aproximar de
um ponto fixo P(X,,y, ) por um niimero infinito de caminhos.

DEFINICAO : Dizemos, que o limite de f( X,y ) é o nimero L e escrevemos (x’lgr} P Sx»)=L

, desde que o valor de f(x,y ) da fungdo em (x,y)tende al, quando (x,y ) tende
a (X,,Y, ) sobre todos os caminhos que estdo no dominio de f ouseja:

Yoo~

(x}}i,glj p fx,y)=L para todo € > 0, existe 8> 0 tal que, para todo ( x,y ) U Dy,

0<J(x-x)2+(y-ys)> <8 O] f(xy)-L|<e

1. 1 — PROPRIEDADES

Se (X}}ilgrjpf(xa y)=1L € (X,l}ill)lng(x, y) = M,entﬁoz
a) (x};grip(f+g):L+M b) (x,lgljp (f-99=L-M
¢) M, (f.9=L.M d) M k. f=k.L onde kIR,

lim  HfH. L
) (x.y)- P Eg v - comMZ0.

1.2 - REGRA DOS DOIS CAMINHOS

Ha casos em que o limite de uma fun¢do de duas varidveis ndo existe, entdo nesta situacao,
para mostrar que o limite ndo existe, utilizamos conjuntos particulares convenientes( caminhos ) , da-
dos geralmente por curvas que passem em ( X,, ¥, ) . Se para dois caminhos diferentes para um mesmo
ponto P resulta em dois limites diferentes, ou em um dos caminhos o limite ndo existe, entdo esse tal

limite ndo existe.

2x

EXERCICIO PROPOSTO : Mostre que o limite _lim ————- ndo existe .
P-(0,0) x“ +y



2. CONTINUIDADE
DEFINICAO : Uma fungdo f( x, y ) ¢ Continua em um P(x,, y,) O Dy, se e somente se ,
()(,13111)/1:l P f( Xy ) = f( X o y0)> ou Seja:
a) f ¢ definida em ( X, y,);

b) (X,lsif?;lp f(x,y) existe e

0) M (%, y) = f(Xor¥0)

x> - 3xy? + 2

Pxy? - ¢ continua no ponto P( 1,2).
Xy 1

EXERCICIO PROPOSTO : Verifique se a fun¢do f(x,y)=

Se f for continua em todos os pontos de um subconjunto A de Dy, entdo f é continua em A.

Se f e g forem fungdes continuas em um ponto P( x,, y,) que pertencem a seus domini-

f
os,entdo f+g,f—-g,f.ge g , com g # 0, também serdo continuas nesse ponto

Se z= f(x,y) for uma fungdo continuade x e y ¢ w =g( z) for uma fungdo continua
de z, entdo a composta w = g(f( x, y ) é continua.

Se funcdo pode possui uma descontinuidade evitavel ( ou ndo essencial ), entdo é possivel
redefinir a fun¢do, obtendo assim uma funcdo continua

EXERCICIO PROPOSTO : As fungdes, sdo descontinuas na origem. Determine se a descontinuidade é
removivel ou ndo. Se a descontinuidade for removivel, redefina f( 0, 0 ),
de tal modo que a nova fung¢do seja continua na origem.

Xy _x3-xy2 o x?-4x
X2+Xy+y2 b)f(X,y)— x+y C)g(X,y)——

a) G(x,y)=
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LISTA DE EXERCICIOS
1. Determine os limites, caso existam.
3
lim 2 : Xy lim ——
a) p- (2.1 (x*—4xy) b) Pﬂltr—réj) x2 -y ©) p- (L4 \/;
lim e %Y lim e*7 ; 2, 424 2.
d) 5 o0 €) p_ (0un2) f) P_.lzllﬂgA) \/X yrrzo -l
e’senx . X+y T X
: ittt llm lim ——————
g) PP{&O) ~ h) PL(0.0) X - y 1) 0.0 [<2 + 2
3y3 - -2x-y+2
i) lim XY 1 D tim Y oxy - m) lim — Y =XY
Po (L) xy-1 P~ (0,0) Po(12) x2 + y2 - 2x-4y+5

2. Mostre pela defini¢do que ligz)( 3x-4y )=1,

P-

3. Determine o conjunto no qual a fun¢do ¢é continua.

a) f(x,y)=lx+y-1) ba(xy)=v25-x-y> o) f(x,y,z)=V*¥ .tgz

X2

y—1

d)f(x,y)= e)h(x,y)=sen§ f)F(x,y)=arcsec(x.y)

4. Para cada item abaixo @=g, f, determine o conjunto de pontos para os quais a fungdo resultante
¢ continua.

a) f(x,y)=z=x+tgy e g(z)=z+1

) f(x,y)=w=y.lx e g(w)=c"

O —x —2y, se (xX,¥y)Z(2.2)

3
5. Dada a fungdo f(x,y)= % . vy — iz’ determine o valor de k, para que f
., se xX,¥Y) =(—2,

seja continnuaem P (—2,2).
R. k=8
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DERIVADAS PARCIAIS

1. INTRODUCAO

Podemos aplicar o calculo de derivadas de Funcéio a uma variavel para uma Funcio de
duas variaveis. Podemos, por exemplo, tomar x ou y constante e considerar f( X, y ) como uma
funcdo da outra variavel. As derivadas das fungdes resultantes sdo denominadas Derivadas Parciais.

DEFINICAO 1 : A derivada parcial de f( x,y ) em relagdo a x ¢ obtida, tomando-se y como cons-
tante e derivando-se em relagdo a x, ou seja:

0 f im f(x+Ax,y)-1(X,y) '
0 x Ax-0 Ax

DEFINICAO 2 : A derivada parcial de f( x,y ) em relagdo a y ¢ obtida, tomando-se x como cons-
tante e derivando-se emrelacdoa y, ou seja :

o f im f(x,y+Ay)—1(x,y) '

0y Ay-0 Ay

Na maioria dos casos, ndo temos que calcular os limites acima, para determinar as deriva -
das parciais da fungdo. Ao invés disso, utilizamos as regras de derivacao de fungdes de uma variavel.

EXERCICIO PROPOSTO : Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo:

a) f(x,y)=x"y-y’x?+x b) f(x,y) =sen(2x+y)

OBSERVACAO : Se a fungdo possui trés variaveis ou mais variaveis o procedimento para célculo das
Derivadas Parciais ¢ analogo ao célculo para func¢des de duas variaveis.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Encontrar as derivadas parciais das seguintes fungdes

a) f(x,y,z)=x’y+xz*+xyz b)g(x,y,2z r,t)=xyr+yzt+yrt+zrt

2. Seja a fungdo abaixo, calcule as derivadas parciais.

X.y
Xty

, se (x, y)# (0, 0)

f(xy)=

0O OO 43

0, se (x, y)=1(0, 0)



12

2. DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR
Se f éuma funcdo de duas varidveis, entdo, em geral, suas derivadas parciais de 1* ordem
sdo, também, fun¢des de duas varidveis. Se as derivadas dessas funcdes existem, elas sdo chamadas
derivadas parciais de 2* ordem de f .
Para uma fungdo z = f(X, y) temos quatro derivadas parciais de 2% ordem. Ja vimos como

~ J0 f Jd f ~ i .
encontrar as funcdes e e S o> entdo utilizando o mesmo procedimento, podemos encontrar as
X Yy

fungdes:
9%2f 0 Ea fE:f 0 °f _ 0 Ea fE:f
0 x?2 0 x 0 x XX 0 yod x 0y Mo x e
azf_LEGfE_f o’ 0 H oo’ f ¢
3 y: 0y y vy b xdydx 0 xpdydxp

2 ¢ _ 0 afE:f
dxdy 0 x [0y ’

EXERCICIOS PROPOSTOS :
1. Seja f(x,y)=xy*+x’y°. Encontre as derivadas parciais até a 2* ordem.

2. Seja a fung¢do G( x,y,z)=x2y—2y3z?+x3y*z’. Encontre as seguintes derivadas parciais de 3*
ordem : gxxy, Cyyzs Cyzxs Lzzx -

2.1 —IGUALDADE DAS DERIVADAS PARCIAIS
TEOREMA : Se f( X,y ) e suas derivadas parciais fx, fy, fxy € fyx forem definidas numa regido
que contenha o ponto ( X,, ¥,) € forem continuas nesse ponto, entao :

fxy (X0, Yo) = fyx( X0, ¥o)-

3. DIFERENCIABILIDADE
DEFINICAO : Uma fungdo [ ¢é diferenciavel em um ponto ( x,, y,) 0D/ se as derivadas parciais f
« € [, existirem e forem continuas neste ponto.

EXERCICIO PROPOSTO : Verifique se a fungdo f( x,y )= 2x? —y ¢ diferencidvel nos pontos do seu
dominio. Se for diferenciavel, calcule o diferencial no ponto P( 1, 2 ), utili-
zando a formula :

dz=a.Ax+b.Ay,ondea=f,(P) e b=f,(P).
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Stewart. 917 — O indice de sensagdo térmica W € a temperatura que se sente quando a temperatura
real for T e a rapidez do vento( v ) e portanto podemos escrever W = f( T, v ) . Baseando—se nos dados
da tabela abaixo, Estime os valores de W, (—15,30) e W, (—15,30) e dé uma interpretacdo para
os resultados .

IFEIERIENEREE
1 |-18 |-D | -4 |- -5 |2
15 |- |- -2 |-28 [-30 |-30
30 |30 | <% | <% | =35 | =% |37
% |-37 | -8 | -4l |41 |-43 |-4

2. Aplique a defini¢do para encontrar as derivadas parciais de 1? ordem das fungdes abaixo :

a) f(x,y)=3x*—2xy +y? b) g(x,y)=6x+3y—7

3. Determine as derivadas parciais das fung¢des abaixo :

a) f(x,y)=2x"*—xy?+3y+1 b) f(x,y)=(x’~y?)?

¢) f(x,y)=sen3x.cosy d) f(x,y)=x.e¥+y.senx
e) f(u,v)=e"™" Hf(x,y)=e.luly]

#) f(x,y)=x.cos(y-x) h) f(r,s,t)=r.c™ .cost
Df(x,y,z)=xe’—ye'+ze " DA%y, z)=x.y.z.e™

D f(x,y)=sec(xty) m) f(u, v, w,x)=l@U.v.w.x)

| T X e (uy)E 0, 0) | g
4.Seja f(x,y)=0Y , encontre as derivadas parciais da fungdo f em relagdo a
50

, se (x,y)= (0, 0)
xeay.

5. Considere a fungdo f( x,y)=x?+3y” Calcule :

a) fx(3,2) b) f,(3,2) 1
R.6;1

. . , 1 , .
6. O volume de cone circular reto de altura h comraio r ¢ V(r,h) = EH r’h . Qual ¢ a taxa de vari-

acao do volume em relagdo ao raio quando r=2m e h = 6m?
R. 8mm?3
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7. Uma placa de metal aquecida em um plano xy de modo tal que a temperatura T no ponto ( X, y) é
dada por T( x, y) = 10(x* + y?) 2 Determine a taxa de variagdo de T em relagdo a distdncia no ponto
P( 1, 2 ) na diregdo do eixo dos xx e na dire¢do do eixo dos yy.

R. 200 ; 400

8. Encontre a inclinagdo da reta tangente a curva z = 6 — x > — y ? , resultante da interse¢do de
z=f(x,y) com x=2 ,noponto P(2,1,1).

R.-2

9. Encontre a inclinagdo da reta tangente a curva z = 2x ? + 5xy? — 12x , resultante da intersegdo de
z=f(X,y) com y=1,noponto P(2,1,-6).

R. 1

10. Seja C o trago do paraboldide z=9 — x*—y? no plano x = 1. Determine a equagdo da tangente a C
no ponto P( 1,2,4).

Riz=—4y+12

11. Suponha que, em um dia, quando x operarios constituem a forca de trabalho e sdo usadas y ma-
quinas, um fabricante produza f( X, y ) mesas onde :

f(x,y)=x?+4xy+3y*;4<x<25 ¢ 3<y<10.

a) Ache o numero de mesas produzidas em 1 dia que compareceram 10 operarios ¢ foram usadas 5
maquinas.

b) Determine f ( 10,5); ¢) Determine f, ( 10,5);
d) Interprete os resultados dos itens b e ¢
R.375;40;70
12. A temperatura de um ponto qualquer de uma chapa de ago é dada por T(x,y)=x?+4y*(Tem
Celsius, x e y em metros ).
a) Determine a equacdo da isoterma que passa no ponto P( 0, 1) ;
b) Determine as taxas de variacdo na direcao dos eixos coordenados x e y, no ponto P(2,1);
¢) Com relacdo ao item anterior, em qual dire¢do a temperatura da chapa aumenta mais rapidamente .

R.4°C;8°C;eixoy

13. Anton — 957. De acordo com a lei dos gases ideais, a pressdo, a temperatura ¢ o volume de um gas
. k.T . .
estdo relacionados por P = ~ onde k ¢ a constante de proporcionalidade. Suponha que V seja me-

dido em polegadas cubicas( pol* ), T seja medido em kelvins( K ), € que para um certo gas a constante
de proporcionalidade( k = 10 pol/K ).
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a) Determine a taxa de variacdo instantanea da pressdo em relagdo a temperatura se a temperatura for
80 K e o volume permanecer constante em 50 pol* .

b) Determine a taxa de variagdo instantinea do volume em relagio a pressio se a pressao for 16 l/pol? e
a temperatura permanecer constante em 80 K.

14. Calcule as derivadas de 2* ordem das funcdes abaixo:

a) f(x,y)=x"y’ b) f(x,y)=3xy?—2y +5x?y? o) f(x,y)=W(2x-3y)

15. Seja f(x,y)=x’y", encontre:

a) f(2,1) b) (2, 1) ©) fiy(2,1)
R.12;32;48

16. Sejag(x,y)=y’e* encontre g y,(0,2).
R.-48

17. Calcule f.y, fy.€ fx. para f(X,y,z)=x%e *.sen(4z)

18. Seja um tanque cilindrico a ser construido em chapa galvanizada. Encontre o aumento aproximado
de seu volume quando o raio aumenta de 3m para 3,05 e sua altura de 10 m para 10,1 m.

R.3,91mm?

19. Sabe-se que certa funcdo z = f( x, y ) = é tal que f( 1, 2 ) = 3 e suas derivadas satisfazem
11 18

fx(1,2)=2ef,(1,2)=5, faca uma estimativa razoavel para f DE Too'

2
20. A energia consumida num resistor elétrico ¢ dada por P = U? watts . Se U =120 volts e R =

12 ohms, calcular um valor aproximado para a variacao de energia quando V decresce de 0,001 volts
e R aumenta de 0,002 ohms
R.-0,22w

21. Um recipiente de metal, fechado, na forma de um cilindro circular reto, tem sua altura interna de
6cm, um raio interno de 2cm, e uma espessura de 0,1 cm. Se o custo do material a ser usado ¢ de
R$ 1,50 por centimetro ctbico. Ache por diferenciais o custo aproximado do metal que serd emprega-
do na produgéo do recipiente.

R.R$ 15,07

22. Stewart. 924 — Utilizando a tabela do exercicio 1, da pagina 12 , determine a aproximagao linear
para a sensagdo térmica W = f( T, v ) quando T esta proximo de — 15 ° C e v esta proximo de 30
km/h. Use essa estimativa do indice de calor quando T=-17°C ¢ v=33 km/h.
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REGRA DA CADEIA

1. INTRODUCAO

No estudo de fungdes de uma variavel utilizamos a regra da cadeia para calcular a deriva-
da de uma fun¢do composta. Vamos, também utilizar a regra da cadeia para o caso de fung¢des de vari-
as variaveis.

Inicialmente vamos trabalhar com fun¢des de duas variaveis.

2. FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

2.1 = 1°CASO : Se w = f( X, y ) tem derivadas parciais f, e f, continuasese,x=x(t) e y=y(t)
sdo fungdes diferenciaveis em t, entdo a fungdo composta w = f( x(t), y(t)) ¢ uma
funcdo diferencialde t e:

dw , , dw _ 9 f dx a8 f dy
ar =f[x(t), y(t))].x" (t) + f[x(t)y(t)].y' (t) ou == 9 < dt 3 v dt
EXERCICIOS PROPOSTOS :

df
1. Sejam as fungdes f(x,y)=y+x?,x(t)=t +1 ey(t)=t+4.Encontre at , utilizando a re-

gra da cadeia.

2. Qual é a derivadade G(t)=H(t*,5t)emt= 1, se H(x, y ) tem derivadas de 1* ordem continuas e
H«(1,5)=4,H/(1,5)=-27

3. Seja a lei do gas ideal PV =k . T . Encontre a taxa segundo a qual a temperatura esta variando no
instante em que o volume do gas é 120m® e o gas estd sob uma pressdo de 8N/m” se o volume estd
aumentando a uma taxa de 2 m*/s e a pressdo esta decrescendo a uma taxa de 0,1 N/m? por segun-
do. Considere k = 10 .

2.2—-2°CASO : Sejam w=f(x,y),x=x(u,v),y=y(u,v) e w possui derivadas parciais de 1* or-
dem continuas entdo:

6W_6f0x+0f6y 6w_0f0x+6f6y

du 9 xdu ay.aueav dx 9 v 0y.0v
EXERCICIOS PROPOSTOS :

1. Sejam as fungdes f(u,v)=u?’-v+4,u(x,y)=x+y e v(X,y)=x.y.Encontre as derivadas
fx e fy emfungdode x e y.

2. Sejam as fungdes f(x,y)=x?—-y?,x(r,s)=3r—s e y(r,s)=r+s.Encontre as derivadas f,
e fs emfungdode r e s.
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3. REGRA DA CADEIA PARA FUNCOES DE TRES VARIAVEIS

3.1 — 1° CASO : Suponhamos que f( x, y, z ) tem derivadas de 1* ordem continuas e que x = x(t),
y=y(t),z=2z(t) sdo funcdes diferencidveis em t, entdo :

df
at = fulx(t), y(t), z()]xX'(t) + fylx(t), y(t), z(t)].y'( ) + fl[x(t), y(t), z(t)].Z (1)

0 f_o0f dx 0 f dy 0 f dz
= + = +

9t 9 x dt 9y dt 9 z dt -

EXERCICIO PROPOSTO : Suponhamos que as derivadas parciais de f( X, y, z) sejam continuas e
que fx (1, 1,1)=4,f,(1,1,1)=5,f,(1,1,1)=6.Qual é a derivada

— emt=1,se x=t,y=t>e z=t2?
dt Y

32-2°CASO:SeG=f(x,y,z),x=x(w,v,w),y=y(u,v,w)ez=2z(u,v,w), entdo possuem de-
rivadas de 1?* ordem continuas, entdo:

0 G _ f o0 X, 0o f ad Y, 0 f 0 z
u 0u 0 y.a u 0 z 0
0G_o0fox, 0f 0 f+6 0 z
v 0 v 0 y.d v 9zdv
G _ f ox df 0y o0 0 z
w x 0 w 0 y.a w 0z 0w
EXERCICIOS PROPOSTOS :

1. Sejam as fungdes G(x,y,z)=x>+xy+z,x(r,s)=1’,y(r,s)=3r—-2s e z=2z(r,s)=s" En-
contre as derivadas G, e G.

2. Calcule F(0,0,0),F«0,0,0),Fy,(0,0,0)eF,0,0,0),sendo F(x,y,z)= JL(x, v. 20 ¢
L(0,0,0)=9,L.(0,0,0)=5,L,(0,0,0)=4 ¢ L,(0,0,0)=-3.

b b

2
R.3;§'—
6 3

1
2

4. DERIVACAO IMPLICITA

No estudo das fungdes de uma variavel, vimos que uma fungdo y = f( X,y ) ¢ definida im-

plicitamente pela equacdo F( X, y ) =0 se ao substituirmos y por f( X ), essa equagdo se transforma
numa identidade.
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EXERCICIO PROPOSTO : A equagdo x>+ y = 1, define implicitamente a fungdo y = 1 — x >, logo
F(x,y) =0 ¢uma identidade.

Do mesmo modo, dizemos que uma fun¢do z= f( x,y) € definida implicitamente pela
equacdo F(x,y,z)=0 se, ao substituirmos z por f( x,y ), essa equagdo se reduz a uma identidade.

4.1 — DERIVADAS PARCIAIS DE UMA FUNCAO IMPLICITA z= f(x,y)
Seja a equagdo F( x,y,z) =0, onde F ¢ uma funcdo implicita de duas variaveis
(x ey),talque z= f(x,y), paratodo (x,y ) [J Dy, entdo :

0 z_ F(XY,2) 0z _ F,Xvy.2)

a X FZ (X9 ya Z) a y Fz(x’ y3 Z)

EXERCICIO PROPOSTO : Encontre as derivadas parciais da fun¢do F(x,y, z)=xz?+ 2x%y —4y’z +
3y—2=0,onde z=f(x,y).

4.2 — DERIVADA DAS FUNCOES y=y(x) e z=1zx) DEFINIDAS IMPLICITAMENTE POR
OF(x,y,2) =0
0G(x%,y,2) =0

Suponhamos que as fungdes diferenciaveis y=y(x) e z=z(x ) sejam definidas impli-
OF(x,y,z)=0

%G(X, y,2)=0

. d dz . ~ ~
Para obter as derivadas d_y e ax basta derivarmos as equagdes F e G em relacdo a
X

X , utilizando-se para isto a Regra da Cadeia, ou seja :

citamente pelo sistema ,onde F e G sao fungdes diferenciaveis.

U9 Fdx 0 Fdy 0 F dz

0 —t —t —=0
Eaxdx dy dx 9§ z dx

0

0 Gdx 9Gdy, 3G dz_g
go x dx Oy'dX ) 7z dx

EXERCICIO PROPOSTO : Sejam as fungdes y = y( x ) e z = z( x ) definidas pelo sistema

Bx?+ y? =22 dy dz
,com z>0,encontre — e — .
x+ty=2 dx dx
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LISTA DE EXERCICIOS

df
1.Seja f(x,y)=x.sen(x.y),x(t)=t e y(t)=t*, encontre pl

2.S¢jaf(x,y)=x.l(xy),x(u,v)=u.e' e y(u,v)=u?.v’ encontre f, e f,.

3. Calcule g(2) e %(2),parag(t):f(t3,t4),ondef(8, 16)=3,f(8 16)=5 ¢

f(8,16)=-17.
R.3;-164

dw
4. Encontre K,quando w=x2+y?+z? x=e'.cost,y=e'.sent, z=e".

5. Determine W ,,se W=x’+y? x=u-v,y=v.e® edéarespostaem funciodexey .

6.Determine W ,, quandou=0,v=0,se W=(x*+y-2)*+(x-y+2)  x=u-2v+1l e
y=2u-v-2.

7. As dimensoes de um solido com forma de paralelepipedo, num determinado instante t,, sdo :
L(t,)=13cm ( comprimento ), W( t, ) =9cm ( largura ) e H( t, ) = Scm( altura ). Se L e H crescerem
arazdo de 2cm/s e W decrescer a 4cm/s. Determine as taxas de variagdo do volume e da area total no
instante t, .

R. 64 ; Zero

8. Uma fungdo z = z( x, y ) € definida pela equagdo xyz + 5x%y’z’ = 6 ¢ pela condi¢do z(—1,1)=1.

Calcule z,(—1,1) e zy(—1,1).
R.-1;-1
9.Sejag(t)=f(3t2t—1).
.\ 1
a) Encontre g'(t) b) Calcule g'( 0 ), admitindo f,(0,—1)= 3
R.b) 1

10. Mostre que z, +z,=0,s¢ z=f(u—v,v—u).

dz . . .
11.Sez=x*+2y* e x=sent,y=cost, achar a utilizando a regra da cadeia. Verificar o resulta-

do substituindo x e y pelos seus valores antes de derivar.

d
12.Se u=t.x.y.z € x=1+t*,y=1+t’,z=1+t* achar d—ltl
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13. Um ponto movel se desloca sobre a curva interse¢do da superficie z>=x*+x .y +y? com o pla-
no x —y + 2= 0. Achar as velocidades com que crescem y e z no instante em que x = 3. Sabendo
que neste instante x cresce com uma velocidade de duas unidades por segundo. Qual a velocidade do
movel ?

24
Ry=2;7= 3 s v=4,44

14. Em um cilindro o raio da base decresce a razdo de 0,1 dm/s e a altura de 0,2 dm/s. com que velo -
cidade decresce o volume no momento em que o raio ¢ igual a 4dm e a altura igual a 6dm ?

R.—8mdm? /s

15. Num instante genérico t, as coordenadas de um ponto movel P, sdo : x = 3 + 2t*, y =2 — 3t%

Achar a velocidade angular do raio vetor 613 quando t=1s.

R.—-1rad/s

16. Sejam f(x,y)=x?.y?,x=3t e y=2t+ 1. Calcule g"( t), utilizando a regra da cadeia, sendo
g(t)=f(xy).

17. Supondo que as fungdes diferenciaveis y=y(x) e z=2z(x ), z> 0, sejam definidas implicita-

. . . d dz
mente pelo sistema dado, determinar as derivadas LA >
dx dx

18. Sejam f(x,y)=x?.y?,x=3t e y=2t+ 1. Calcule g"( t), utilizando a regra da cadeia, sendo
g(t)=f(xy).

19.Seja z=f(u—2v,v+2u)onde f(x,y)éde classe C?num aberto de IR? . Expresse z ,,, em ter-
mos de derivadas parciais de f, utilizando regra da cadeia.

20. Stewart.931 — A pressdo P ( Kpa ), o volume V( litros ) e a temperatura T( K ) de um mol de um
gas ideal estdo relacionados por meio da formula PV = §,31T. Determine a taxa de variacao da pressao

quando a temperatura é de 300K est4 aumentando com a taxa de 0,1 K/s e o volume ¢ de 1008 est4 au-
mentando com a taxa de 0,2 /s .
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DERIVADAS DIRECIONAIS

1. INTRODUCAO
A derivada em relagdo a x( f«) e a derivada em relagdo a y( f, ), s6 nos dizem as taxas

de variacdo de f(x,y ), quando ( x,y ) se desloca paralelamente aos eixos dos x ou dos y. Para se
ter um completo conhecimento da fungdo, precisamos saber suas taxas de variagdo, quando ( X, y ) se
desloca em outras dire¢oes. Tais taxas de variagdo sdo chamadas Derivadas Direcionais .

A derivada direcional de f, a partir de um ponto P( x,,y, ) ¢ determinada pela reta ori-

entada ( r ) que forma com o eixo-x um angulo 0.

(xq + at,y, + bt)

Yo

N -

1.1 - DEFINICAO : Se f(x,y) é diferenciavel no ponto P( x,, y, ) entdo f( x,y ) tem derivadas dire-
cionais neste ponto em qualquer diregdo e vale :

Fa(Xos¥o)=FuXos¥0)-c0s A+ fy(Xo,ya).scn Q.

Podemos determinar a dire¢do de uma reta r através do seu vetor diretor ;1 ou entdo do

seu versor ( :, ) , portanto podemos escrever que :

fu(Xo,¥0)=Duf(Xo,¥o)=Fx(Xo,¥o).-a+ fy(Xs,¥o).b,onde v =a j+b j

EXERCICIO PROPOSTO : Encontre a derivada direcional da fungdo f(x,y)=4—-x>—y2 emP(1,2),
sendo = 60°.

2. VETOR GRADIENTE
DEFINICAO : Chama-se Gradiente de f( X, y ) no ponto ( X,, y, ) € é representado todo por

grad f(Xo,¥o) Ou [ f(Xo,¥o), 0 vetor:

|i f(XOaYO):fX(XOaYO)'} +fy(Xo,¥o)- 3

EXERCICIO PROPOSTO : Seja a fungdo g( X,y ) =—4x>—y?2. Encontre o vetor gradiente da fun¢do no
ponto A(2,-3).
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A férmula para encontrar uma derivada direcional pode ser escrita em funcdo do Vetor

Gradiente e do versor( ;, ) do vetor diretor da reta, ou seja :

fu(Xo,yO):E] f(Xo0,¥0)- :/

2.1 — PROPRIEDADES DO GRADIENTE
Seja f diferenciavel no ponto ( X,y ).

1*: Se grad. f (x,y)=0,entdo D, f(x,y)=0, paratodo || ;
2" : A direcdo de crescimento maximo de f ¢ dada por ] f(x,y ). O valor maximo de

D.f(x,y)éll O F(xy) -

3* . A diregdo de crescimento minimo de [ ¢é dada por ﬁ f( x, y). O valor minimo de

D.f(xy)é—| O f(xy)l.

3. DERIVADA DIRECIONAL E VETOR GRADIENTE PARA FUNCOES DE TRES VARIAVEIS
Para as fungdes de trés variaveis temos que a derivada direcional ¢ dada por :

fu(XoyYorZo)=[fx(Xo, YorZo) €08 A+ [y Xo, Yor Zo ) - €OS B+ fu X0y Yob Zo ) - COS Y, Onde :
cos O, cos B ecosy sdo os cossenos diretores da reta r .

Utilizando as coordenadas do vetor diretor da reta temos :

fu(XosYorZo)= (X0, Yoy Zo )o@t [y Xoy Yor Zo) . b+ fu( X0, Yo, 2o ) . ¢, 0nde , =(a,b,c)ou

fu(Xo, Yo Zo)= ] f(X0,¥0,Zo). y,0nde | éoversorde | .

O vetor gradiente para funcdo de trés variaveis € calculado através da expressao :

o

Of=f3 *fiej +fek
EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Seja a fungdo f(X,y, z) =x2+y?—4z, encontre a derivada direcional e o vetor gradiente de [ no
ponto B(2,—-1,1).
2. Stewart — 949 . A temperatura T em uma bola de metal ¢ inversamente proporcional a distancia do
centro da bola, que tomamos como sendo a origem. A temperatura no ponto P( 1, 2,2 ) é de 120°.
a) Determine a taxa de variagao de T em P( 1, 2, 2 ) em direg¢ao ao ponto T( 2, 1,3 ).

b) Qual ¢ a direcdo de maior crescimento da temperatura na bola ?
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Qual é a derivada de f (x,y)=x%y’noponto P(2,1)na diregdo do vetor AB ,onde A(3,1)
e B(4,-3)?

2. Calcule o gradiente da funcdo e a derivada direcional no ponto, na direcao e no sentido indicados :

3 : 1 - 2 -
a) f(x,y)=sen(x.y),em P@Z’“Q’ u=‘—51+—51.

b) f(x,y)=x?.e?Y,emP (4,3), ;1:2}-3}

= + + PHE n EH Ly
¢)f(x,y,z)=X.seny+y.senz+z.senx,em 06’3’ 20 uzi-k
3.8eDf(1,2)= —= U= =i e D(12)=0para v=4i+ 2 enta
. u s = / - [ - v s = v=— = s s -
e D.f( ) > para > 3 e f( ) para 5 5 J ,entdo, quan

tovalem fo(1,2) e fy(1,2)?
R.3;4

4. Determine a diregdo segundo a qual f decresce mais rapidamente a partir de P(— 1, 1) ¢ a razdo de
variacdo de f nessa diregdo sendo f(x,y)=x*+xy+y?’

5. Quais as duas dire¢des em que a derivada de f( x,y)=xy +y? no ponto P(2,5),énula?

6. Calcule a derivada direcional de f( X, y ) =2x — 3y no ponto P( 1, 1) e na direcdo da reta tangente a
curva y =x?no ponto P, no sentido dos x crescentes.
-4

R.\/g

7. Achar as derivadas direcionais das seguintes fungdes no ponto dado e segundo a dire¢do indicada.
Achar ainda o modulo e a dire¢do do gradiente no mesmo ponto.

a)z=x’+y?>;P(2,1) e o=60° b)z=l Vx> +y> :P(2,1) eqa=30°
c)w=2x*-y?*+2z?;P(1,2,3)na dire¢do da reta determinada pelos pontos P(1,2,3,)e Q(3,5,0)
dw=xy+yz+xz;P(1,1,1) ea=60°,B3=45° ¢ y=60°

e)z=2x-3y;P(1, 1) nadiregdo da tangente a parabola y = x %, no sentido positivo.
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1

8.Seja T= FERY v a expressao da temperatura de um disco metalico, no ponto ( x, y ) relativamen -

te a um sistema cartesiano com a origem no centro do disco. Achar a razao de variagdo da temperatura
no ponto P( 2, 1), na diregdo o que faz um angulo de 30° o eixo dos x . Achar o gradiente da tempe -

ratura no mesmo ponto.
R.-0,18

10
9. Um potencial elétrico ¢ dado pela formula V = FERNERS Achar a intensidade do campo elétrico

ty
( g == 0O V)nopontoP(2,3).
R.-0,43

Tt
10. Calcule a derivada direcional da fun¢do f(x,y)=x.sen(X .y )no ponto P EL 5@ e na direcdo :
a) do eixo dos x b) dovetor 2 i+ | ¢) em que ela é maxima

Rz.i.z
SC

11. Uma particula que procura o calor esta localizada no ponto P( 2, 3 ) de uma placa lisa de metal,
cuja temperatura em um ponto ( x,y ) é:

T(x,y)=10-8x*-2y"

Determine uma equacdo para a trajetdria da particula se ela se mover—se continuamente na direcdo
do aumento maximo da temperatura.
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PLANO TANGENTE E RETA NORMAL

1. PLANO TANGENTE E RETA NORMAL

As retas normais sdo muito importantes na analise de superficies e solidos. Por exemplo,
considere a colisdo de duas bolas de bilhar. Quando uma bola em repouso ¢ atingida em um ponto P
de sua superficie, ela se movimenta ao longo da reta de impacto determinada pelo ponto P e pelo cen-
tro da bola. Essa reta de impacto ¢ a reta normal a superficie da bola no ponto P.

No processo de achar uma reta normal a uma superficie, seremos capazes, também, de re -
solver o problema de encontrar um plano tangente a superficie

DEFINICAO : Seja F diferencidvel no ponto P = ( X o, Yo, Zo ) de uma superficie S dada por
F(x,y,z)=0,0onde [ F(xo, 0 2,)#%0.

1. O plano contendo P e perpendicular a - F(X., Yo, Z, ) ¢ chamado de plano tangente de S
em P;
2. A reta contendo P e contendo a mesma direcao que E| F(Xo, ¥o, Zo ) € chamada de reta nor-

mal ou perpendiculara S em P;

1.1 - EQUACAO DO PLANO TANGENTE
Seja F diferenciavel no ponto P = (X o, yo, Z, ) entdo a equagdo do plano tangente a su-
perficie SdadaporF(x,y,z)=0, em(Xo, Yo, Zo ) €:

Fi(P) . (x=%xo)+Fy(P).(y-yo) TFAP).(2-2,)=0.
EXERCICIO PROPOSTO : Seja f( X, y ) = 3x%y — x . Determine as equagdes do plano tangente no ponto
P(1,2,5).

1.2 - EQUACOES DA RETA NORMAL
Seja F diferenciavel no ponto P =(x,, y., Z, ) entdo as equacdes da reta normal ao plano
tangente da superficie S dada por F(x,y,z)=0, em (X, Yo, Zo ) $30 :

Ox=x,+)h . F,(P)

0
0y=yoth . E,(P)
HZZZOH\ . E,(P)

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Encontre a equagdo da reta normal ao grafico de f( x,y)=4x*—xy, no ponto P(1,2).

2. Determine as equagdes do plano tangente e a reta normal a superficie G(x,y, z) = 2x’y — 3xyz +
4xy*no ponto P(—1,2,1).

OBSERVACOES : 1. O plano tangente ¢ normal E| F em P.

2. A reta normal € paralela a El F em P.
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Para cada fungdo abaixo, encontre a equagdo do plano tangente e da reta normal no ponto indicado :
a) f(x,y,z)=xy*+y?*2?~76 em P(1,2,3) b) f(x,y)=x% -3, em P(2,1)
c)xyz+x*+z*=3z,emP(1,-1,2) dDg(x,y)=x?—y? em P(-2,2)

€) 9x? +36y*+4z*=108 ,emP(-2,1,-3)

2. Determine os pontos da hiperboloide x*—2y*—4z* = 16 em que o plano tangente ¢é paralelo ao pla-
no 4x —2y +4z=>5.

3. Para cada uma das superficies abaixo, encontre a equagdo de um vetor perpendicular a superficie no
ponto P indicado.

1
a)x2+y2+4z2=9;P(1,2,2) b)x+y2+z:2;PEl§,1, @

1
2

c)z—-xy=0;P(-2,-3,6)

4. Encontre a equagdo das retas que passam pela origem e sdo normais a superficie xy+z=2.
R.x=y=0e z=1
5. Achar a equagdo do plano tangente e as equagdes da reta normal do cone z > = x * + y > no ponto

P(3,4,5).

6. Achar a equagdo do plano tangente e as equagdes da reta normal para a paraboldide z =x .y no
ponto P(2,3,6).

7. Achar os pontos da superficie z=x?+y?—4x — 6y +9, em que o plano tangente é paralelo ao pla-
no xOy.
R.P(2,3,-4)

8. Obtenha as equagdes paramétricas da reta tangente a curva de intersegio do paraboldide z=x * + y?
e o elipsdide 3x* +2y* + z* =9 no ponto P( 1, 1,2).

Respostas :
50r:x=3-6A;y=4-8\A;z=5-10\ e T:3x+4y+5z2-50=0
6. T:3x+2y—z2—-6=0 er:x=2+3A;y=3+2A;z=6-A

8.r:x=1+6A;y=1-T7A;z=2-2A
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PONTOS EXTREMOS

1. INTRODUCAO

As fungdes de duas varidveis podem ter valores Maximos e Minimos ( Absolutos e Rela-
tivos ), exatamente como as fun¢des de uma variavel. Os pontos extremos de uma fun¢do de duas va-
riaveis pode ocorrer na fronteira de uma regido ou no seu interior. O modo de obter tais valores
para fungdes de varias varidveis ¢ em tudo analogo ao do das fungdes de uma variavel, a ndo ser pelo
fato de agora termos mais derivadas a efetuar.

Consideremos uma fungdo de duas varidveis f: A - IR, onde A [JIR?.

DEFINICAO 1 : Seja P(x,, y,) [0 A. Diremos que f( Xo, Y, )¢ 0 Maximo da fungdo f em A se e so-
mente se, f( X,y )< f(X,, ¥, ) para todo ponto do dominio da fungéo f .

DEFINICAO 2 : Seja P(x,,y;) 0 A. Diremos que f(x1,y:)¢ o Minimo da fungdo f em A se e so-
mente se, f( X,y )= f(x1,y: ) para todo ponto do dominio da fungdo f .

2. PONTO CRITICO DE UMA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

Seja z= f(x,y) definida em um conjunto D 0 IR?*. Um ponto ( X,, y, ) D é um ponto
critico de f se as derivadas parciais sdo iguais a zero ou se f nio é diferenciavel em
(Xoyo)OD.

Todo ponto extremo de uma fungdo ¢ um ponto critico, mas nem todo ponto critico ¢ ex -
tremo. O ponto critico que ndo ¢ extremante ¢ chamado Ponto de Sela.

3. CONDICOES NECESSARIAS PARA A EXISTENCIA DE PONTOS EXTREMOS
Seja z= f(x,y ) uma fungdo continua, entdo os valores extremos de f poderdo ocorrer
somente em :

a) pontos de fronteira do dominio de f ;
b) pontos interiores onde fx=f,=0;
c¢) pontos onde fy e f, ndo existem.

EXERCICIO PROPOSTO : Determinar os pontos criticos da fungdo f(x,y)=3xy’+x°—3x.

4. CONDICAO SUFICIENTE PARA UM PONTO CRITICO SER EXTREMO LOCAL

Seja f uma funcdo que possui derivadas parciais de 1* e 2* ordem em qualquer regido cir-
cular aberta que contenha ( Xo, Yo )€€ [x(Xo, Yo )= fy(Xo, ¥o)=0,0useja, (Xo Yo) € um ponto
critico de f . Seja o determinante :

fxx fyx

f

Xy Yy

H(x,y)= 0 H(x,y)=fox- fyy= Py
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Entdo temos que :

1°:Se H(x,y)>0entdo :
a)se f[xx<0 ou f,y,<0 em(Xx,,Y,),afuncdo possui Maximo Local ;
b)se fxx>0 ou f,,>0 em(x,Y,),afun¢do possui Minimo Local ;

2°:Se H(x,y)<0em (X, Y, ), afungdo possui Ponto de Sela ;

3°:Se H(x,y)=0em (x,,Y, ), nada se pode concluir, sobre o ponto critico.

EXERCICIO PROPOSTO : Seja a fungdo f(x,y )= 3xy*+ x°—3x . Classifique os pontos criticos de f .

5. PONTOS CRITICOS PARA FUNCOES DE TRES VARIAVEIS
Os conceitos de maximo ¢ de minimo de uma funcao de mais de duas variaveis em um
dominio D [JIR" podem ser definidos de modo analogo ao ja apresentado no caso de duas variaveis.
Consideremos uma fungio de trés variaveis w = f( x,y, z) de classe C? em uma regido
A OIR?. Os pontos criticos da fun¢do ocorrem em pontos nos quais se anulam todas as derivadas de
1* ordem da funcgdo, ou seja, se P € uma ponto critico de f entdo :

fx(P)=0,f,(P)=0¢e f,(P)=0.

As condi¢des acima nos dizem que P deve ser um ponto critico da fungao. Elas ndo bas-
tam para que exista maximo local ou minimo local em P. Vamos entdo utilizar um teste semelhante
ao utilizado para fungdes de duas variaveis. Com as derivadas de 2% ordem da fun¢do formamos a ma-
triz hessiana de f e suas submatrizes principais, ou seja :

Of f f._ O
0 XX Xy XZD Dfxx fxyD

Hi=fyx fyy fy.0 szgf ¢ O e Hy=[fu].
Hfzx fZy fZZH yx ny

Calculamos os determinantes das matrizes acima no ponto P, entdo podemos afirmar que :
1°:sedet. H;>0,det. H,>0 ¢ H3;>0, entdo P ¢ ponto de minimo local ;
2°:sedet. H;<0,det. H,>0 ¢ H; <0, entdo P ¢ ponto de méximo local

EXERCICIO PROPOSTO : Seja a fungdo h( x,y, z) =x2+y?+ z2>—xy + 3x — 2z . Encontre os possi-
veis pontos criticos e classifique-os.

OBSERVACAO : Podemos utilizar a teoria desenvolvida para pesquisar pontos extremos também para
fungdes definidas implicitamente.
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Determine os extremos das func¢des abaixo:

a) f(x,y) =x’—4xy +y’ -4y b) f(x,y) =x*+2xy + 3y’

_1 5 _ 1 s — 2 2
c)f(x,y)—gx X+ gy —l6y d)z=x*+xy+y —5x—4y+10
e)z=x*+y’—4x -6y +5 fz=xy(a-x-y)

g x*—y*-3x+4y+z22+z-8=0 hyw=x>+(y-3)P+(z+1)

2. Encontre os extremos da fungdo g( X, y ) = x> + y> — 2x — 2y, na superficie triangular situada no 1°
quadrante de vértices A(0,0);B(3,0) e C(0,3).

3. Deve-se construir uma caixa retangular sem tampa de 12m* de volume, O custo do material a ser
utilizado ¢ de R$ 0,40 por metro quadrado para o fundo, R$ 0,30 por metro quadrado para um par de
lados opostos e R$ 0,20 para o outro par de lados opostos. Determine as dimensdes da caixa que mini-
mizem o custo.

4. Determine a menor distancia do ponto P( 2, 1,— 1) ao plano 4x — 3y +z=>5.
5. Encontre 0 maximo e minimo absoluto de f( x,y) =2 + 2x + 2y — x*> — y* na superficie triangular
situada no primeiro quadrante e delimitada pelas retas x=0,y=0ey=9 —x.

R.4e-61

6. Uma empresa produz dois tipos de ténis : calgados de corrida e calgados de basquete. A receita total
de x unidades de calgados de corrida e y unidades de calgados de basquete ¢ :

=-5x>-8y?’-2xy+42x+ 102y em que x ey estdo em milhares de unidades.

Determine x e y de modo a maximizar a receita .

7. Suponha que para a producdo de lingotes de aluminio em uma determinada fabrica requer x ma-
quinas-hora e y homens-hora, o custo de produgdo seja dado por f( x,y ) = 2x* — 6xy + y* + 500.
Determine o nimeros de maquinas-hora e o nimero de homens hora necessarios para que a produgio
tenha custo minimo ?
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MAXIMOS E MINIMOS RESTRITOS

1. INTRODUCAO

Consideremos uma fungdo [ de duas variaveis, com dominio D. Se restringirmos o do-
minio aos pontos ( X, y ) que satisfazem uma dada relagdo g( x, y ) = 0 e procurarmos entre esses
pontos os de Maximo ¢ de Minimo, dizemos que este ¢ um problema de maximos ¢ minimos de f
condicionados a restri¢do g( x,y ) =0.

E importante observar que o ponto de Maximo ( ou de Minimo) condicionado ndo coinci-
de necessariamente com o ponto de Maximo (ou Minimo) da fun¢do f definida em D.

z

4 _ maximo livre

maximo condicionado

— Y

Para resolver problemas desse tipo podemos utilizar o Método dos Multiplicadores de
Lagrange.

2. METODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
O método dos multiplicadores de Lagrange considera que os valores extremos de uma
fungdo f( x, y ), cujas variaveis estdo sujeitas a restri¢gdes do tipo g( X,y )=0 ou h(x,y) =0, etc.,

devem situar-se sobre uma superficie g =0 ou h =0, nos pontos em que ] f=A.g ou
ﬁ f=W.h, para escalares A ou [ quaisquer denominados Multiplicadores de Lagrange.
Entdo supondo que f( X, y), g( X,y ) e h( %,y ) possuem derivadas continuas para achar os

valores Maximos e Minimos locais de f, sujeitos as restri¢oes g( x,y ) =0 e h(x, y ) =0, basta deter-
minarmos X , y, A ¢ [ capazes de satisfazer simultaneamente as equagoes :

0 f=MX.g,g(xy)=0, h(x,y)=0e [ f=u.h
As condi¢des acima podem ser reescritas de um modo mais simples, ou seja :

L=f(x,y)— A.g(x,y), pois as equagdes do sistema acima ¢ equivalentea [ L=0 ou

L,=0,L,=0 e Ly=0.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Encontre os pontos criticos da fun¢do f(x,y)=25—x*—y?, sujeita a restricio x>+ y*—4y =0 .
R.(0,0) e (0,4)

2. Um galpao retangular deve ser construido num terreno com a forma de um triangulo retangulo cu-
jos catetos medem 10m e 20m . Determinar a area maxima possivel para o galpdo.
R. 50 m?



31

LISTA DE EXERCICIOS

1. Determinar os pontos de maximo e/ou minimo da func¢do dada sujeita as restrigdes indicadas.
a)z=2x+y ; sa:x*+y’=4 b)z=4-2x-3y ;sa:x*+y' =1
og(x,y,z)=x>+y*+2* ; sa:3x-2y+z-4=0

DH(x,yz)=x*+y*+7 ;sa:x+2y+3z=6 ¢ x—-y—-z=1

2.Se f(x,y,z)= 4x*+y*+ 572, determine o ponto do plano 2x + 3y +4z=12em que f(X,y, z)
tem minimo.
R.(5/11,30/11, 8/11)

3. Denotemos por C o arco, no primeiro octante, da curva em que o paraboldide 2z =16 —x? — y* in-
tercepta o plano x +y = 4. Determine os pontos de C mais proximos e mais afastados da origem. De-
termine a maior ¢ a menor distancia da origem a C.

R.2.6 ; /15

4. A reta t ¢é dada pela interse¢do dos planos x +y+z=1 e 2x + 3y + z= 6 . Determinar o ponto
de t cuja distancia até a origem seja minima.

5. Determine o ponto da esfera x* + y* +z> = 9 mais proximo do ponto P( 2, 3, 4).

6. O departamento de Estradas de Rodagem deseja uma area de recreagdo ao longo de uma estrada.
A 4rea, retangular, terd 5000m? e sera cercada nos trés lados ndo adjacentes a estrada. Qual é o mini-
mo de cerca necessario para a tarefa ?

R. 200 metros

7. Quais serdo as medidas de uma lata cilindrica de 54cm® de volume que pode ser construida usando-
se o minimo possivel de metal.

R.3cm ; 2cm
8. De todos os tridngulos que tem o mesmo perimetro, achar aquele que possui area maxima.

9. Uma boia deve ter a forma de um cilindro terminado em dois cones iguais e de mesmas base que
o cilindro. Achar as dimensdes do cilindro e dos cones para que o material encontrado seja minimo.

10. Achar a distdncia minima da origem ao plano x+y+z=a.

11. Achar a equacdo do plano que passa pelo ponto P(1, 2, 1) e determina com os planos coordena-
dos o tetraedro de volume minimo.
R.2x+y+2z=0
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12. Encontre trés nlimeros cuja soma seja 9 e a soma de seus quadrados seja a menor possivel.
R.x=y=z=3

13. Uma sonda espacial com a forma do elipsoide 4x* + y*> + 4z = 16 penetra na atmosfera terrestre e
sua superficie comega a aquecer. Apds uma hora, a temperatura em um ponto P( X, y, z ) da superficie
da sonda é T(x,y, z) = 8x* + 4yx — 16z + 600. Determine o ponto mais quente da superficie da sonda.

14. Utilize os multiplicadores de Lagrange para encontra a menor distancia entre o ponto P(1,3,0) ¢
oplano 4x +2y—z=5.

15. Um disco circular é a regido limitada pela circunferéncia x> +y*=1.Se T graus for a tempera-
tura em qualquer ponto do disco e T =2x*+y* -y, encontre o ponto mais que e mais frio do disco.

16. A temperatura T em um ponto qualquer do espago é T = 400xyz>. Determine a temperatura
mais alta sobre a esfera x> +y*+z°=1.
R. 50

17. Um recipiente cilindrico devera ter um volume de 4Ttecm?® . O custo( por cm? ) de fabrica¢do da
tampa e da base de metal ¢ o dobro do custo do restante do recipiente, feito de cartolina grossa. Quais
sdo as dimensdes do recipiente mais barato ?

R.Icm ;4 cm
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INTEGRAIS DUPLAS

1. DEFINICAO
Admitamos que f( x, y ) seja definida em uma regido retangular R definida por

Ria<x<b, csy<d.
Imaginamos R coberta por uma rede formada por retas paralelas aos eixos x e y. Tais

retas dividem R em pequenos retingulos de area A = Ax . Ay .
Ordenamos estes elementos segundo determinada ordem AA,, AA,, AA;, ..., AA,, es-

colhemos um ponto ( Xk, yi ) de cada retdngulo A e formamos a soma

Sa= 2 f(xx,yx) . DA

=
o
ot
= ¥

Se f for continua em R, entdo a medida que estreitamos a malha de modo que x e y
tendam a zero, os somatorios S, tendem para um limite denominado Integral Dupla de f sobre a
regido R designado por :

” f(x,y)}dA ” f(x,y)dxdy ” f(x,y)dydx

R R R

Assim temos que :

[[Foy)MA - Tim s fox vy aa,

] AA- O

2. PROPRIEDADES DA INTEGRAL DUPLA
As integrais duplas possuem as mesmas propriedades que as integrais simples, ou seja :

1. ” kf(x,y)dA _ k. ” f(X’Y)dA, onde k é uma constante.
R

R

2. ” [f(x,y)+ g(x,y)] dA _ ” f(x,y)dA ” g(x,y)dA

R R R

3*: ”f(X’Y)dA 20,se f(x,y)20 em R

R
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4% ” f(x, y)dA < ” g(x,y)dA dA,se f(x,y)<g(x,y) em R.
R

=

5*: ” f(x,y)dA _ ” f(xy)da + LI f(X’Y)dA, onde R=R;+ R, onde R, e R, sdo retdngulo ndo

R R,

superpostos.

Quando f(x,y)> 0, podemos interpretar ” f(x.y)dA como volume do soélido contido
R

por R,osplanos x=a,x=b,y=c e y=d e asuperficiec z= f(X,y)

3. CALCULO DE INTEGRAIS DUPLAS
O calculo das integrais duplas ¢ feito através de duas integragdes sucessivas, dependendo
do tipo da regido de integracdo, para isto utiliza-se o seguinte teorema( Teorema de Fubini ) :

3.1 - TEOREMA : Seja f( x,y ) continua em uma regido R.
a) Se R for definida por a<x<b,gi(x)<y<g)x),com g e g, continuasem (a,b ), entdo :
b g2:(x)

” f(x,y)dA _ J’ J'f(x, y)dydx

R a g,(x)

b) Se R for definidapor c<y<d,gi((y)<x<g,y) com g; e g,continuas em ( ¢, d ), entdo :

” f(x,y)dA _ jl' g]('yt)‘(x, y)dxdy
K c iy

EXERCICIOS PROPOSTOS

I Caleule [[(47 X7 ¥)dydx o p.o<x<2, 0<ys<1.
R

2. Calcule ”f(X’Y)dA para f(x,y)=1-6x’y e R:0<x<2,-1<y<1

R

R. 4

3.2 - DETERMINACAO DOS LIMITES DE INTEGRACAO

A parte mais dificil do calculo de uma integral dupla pode ser a determinag@o dos limites
de integracdo, entdo podemos utilizar o seguinte método. Suponhamos, que a primeira integracao seja
emrelagdo a y e, depois em relagdo a x , seguimos os seguintes passos :
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1° : Imaginamos uma reta vertical ( L ) que cruze toda a regido R no sentido dos y crescentes ;

2° : Integramos a partir do valor de y correspondente ao ponto em que areta (L) penetra em R, até
o valor de y correspondente ao ponto em que L abandona a regido R ;

3° Escolhemos os limites de x que incluam todas as retas verticais que passem por R .

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Encontre o volume do prisma cuja base € o triangulo no plano Xy , limitado pelo eixo-x ¢ as retas
y=x ¢ X = 1. Na parte superior, o solido ¢ limitado pelo plano z=3 —x—y.
R. 1

2. Seja R aregido do plano xy delimitada pelos graficos y =x? e y =2x . Calcule o volume do séli-
do limitado superiormente, pela fungdo F(x,y ) =x°+4y.

4. AREA
Se fizermos f( X,y )= 1 na defini¢do de integral dupla sobre uma regido R, entdo a inte-
gral representara a area da regido, ou seja :

A= ” f(x,y)dA

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine a area da regido R limitada por y =x e y =x? no primeiro quadrante.
R. 1/6

2. Determine a area da regido R limitada pela pardbola y = x* e pelareta y =x + 2.
R.9/2

3. Seja G(x,y)=100(y+ 1) que representa a densidade populacional de uma regido plana da Terra.
Calcule a populagdo dessa regido, onde x e y sdo medidos e,m quilémetros e a regido ¢é limitada pe-
las curvas x=y? e x=2y—y?.

5. MUDANCA DE VARIAVEIS EM INTEGRAIS DUPLAS
Na integracdo de fungdes de uma variavel, a formula de mudanca de variavel ou substitui -
c¢do ¢ utilizada para transformar uma integral dada em outra mais simples.

Suponhamos que desejamos fazer a mudanca de variaveis, da integral dupla da funcao
f(x,y),onde x=x(u,v) e y=y(u,v) sobre uma regido R do plano xy, para uma regido R' do
plano uv,onde u=u(x,y) ev=v(Xx,y).
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Considerando que as fungdes X, y, u e v sdo continuas, com derivadas parciais continuas
em R, e R respectivamente, temos :

I (x,y)
J (u,v)

IIf(X, y)dxdy _ JI f[x(u,v),y(u,v)]

R,

I x 9x
0 (X%y) |du dv| , . . ~
— = ¢ o jacobianode x e y emrelagdoa uev.
9wy iy iy

du 0dv

EXERCICIO PROPOSTO : Calcular a integral dupla da fun¢do f(x,y)=x-y,sendo R o paralelo-
gramo limitado pelasretas x —y=0,x—-y=1,y=2x ¢ y=2x—-4.
R.2

6. INTEGRAL DUPLA EM COORDENADAS POLARES
A regra para conversdo de uma integral em coordenadas cartesianas em uma integral em

coordenadas polares ¢ :

a) Substituir x=r.cos 0, y=r.sen8 e dydx=r.dr.df.
b) Estabelecer os limites polares de integracdo do seguinte modo :
I — Mantemos 0 constante ¢ permitimos que r cresca, de forma a tragar um raio a partir da ori-
gem.
I — Integramos em relagdo a r, a partir do valor de ( r) correspondente ao ponto em que o raio
penetra na regido R, até o ponto em que ele a abandona
III — Escolhemos limites de 8 que incluam todos os raios com p6lo na origem e que interceptam R.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcule a integral II Vx* +y? dx dy, sendo R o circulo de centro na origem e raio 2 .
R
1611
R. N
2. Calcule a integral I_I ¥t dx dy, sendo R a regido do plano xy delimitada por x*>+y*=4 e
R
x> +y*=9.
R.mi(e’—e*)
3. Caleulea [ TC-AXAY gnde f(x,y)=(x-2)+(y—2),onde R éa regiio delimitada
R

pela circunferéncia (x -2 )+ (y—-2)" =4
R. 81T



37

7. APLICACOES FISICAS

Assim como utilizamos a integral definida para calcular a massa, centro de massa ¢ o
momento de inércia de uma barra horizontal ndo homogénea com densidade linear p = p( x ), pode-
mos utilizar as integrais duplas, de modo bastante semelhante para encontrar massa, centro de massa
¢ o momento de inércia de uma lamina plana ndo homogénea, com a forma de uma regido R e com
densidade de area em um ponto P(x,y ) de R dada pela fungdo continua p=p(x,y).

7.1 —-MASSA TOTAL DE UMA LAMINA

Para encontrarmos a massa total de uma lamina podemos utilizar a integral :
M= [[PC %Y Dya .
I

7.2 —MOMENTO DE MASSA EM RELACAO AOS EIXOS COORDENADOS
Para calcularmos os momentos de massa em relagdo aos eixos coordenados utilizamos as
integrais :

MXZIJYD( XY DA e My:J'}J'XP( XY ) dA

Entdo as coordenadas do centro de massa da lamina ¢ dado por :

7.3 — MOMENTO DE INERCIA
Podemos dizer que o momento de inércia de um corpo ¢ a capacidade do corpo resistir a
aceleracdo angular em torno de um eixo L.

Para encontrarmos os momentos de inércia utilizamos as integrais :

2
I,= II Yy PC XY ), Momento de inércia em relagio ao eixo X ;
R
2
I,= ‘[J x“P(C %y ) _, Momento de inércia em relagdo ao eixoy ;

2 2
L= [JCx"+yPC %Y ) | Momento de inéreia polar ;
R

EXERCICIO PROPOSTO : Determinar o centro de massa de uma chapa homogénea formada por um
quadrado de lado 2a, encimado por um triangulo isosceles que tem por
base o lado 2a do quadrado e por altura a .
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Calcule as integrais duplas abaixo :

2
a) ”(4 y")A ,onde R:0<sx<3 e 0<y<2.

R

R. 16
b) ”(senx+ COSy}dA,ondeR:OSxST[ e 0<sy<2m.
R
R.4m
c) ”y dA,onde R:0<x<mme 0<y<senx.
R
R.m/4
d) ”dxdy ,ondeR:y<x<y’e I<y<2.
R
R.5/6
2. Calcular J]-f(x’ yaxdy onde :
R
a) f(x,y)=xe¥;Réoretdngulo 1 £x<3 e 0<y<1.
R.e2—e-2
b) f(Xx,y)=x.cosxy;Réoretdngulo 0<x<2 e 0<y<TI/2.
R.4/m
3. Resolva os problemas abaixo :
a) ” Xyd’A,sobrearegiﬁo do 1° quadrante limitada pelas retas y=x,y=2x,x=1 e x=2.
R. 45/8

b) Encontre o volume do sélido cuja base ¢ a regido do plano xy formada pela pardbola y =4 —x*¢
pelareta y = 3x , sendo a parte superior do sélido limitado pelo plano z=x + 4.

R. 625/2
¢) Determine a area determinada pela pardbola x =y —y* e pelareta x +y =0.
R. 4/3
d)ffdA,onde R:—a<x<a e -+a2-x2<ys+a?-x2
R. ma?

e) Calcule a area da superficie da parte do paraboldide hiperbdlico z = xy no circulo x> +y* = 1.
R. 172
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4. Achar o volume do tronco de um prisma limitado pelos planos : 3x + 2y +z=18,x=3,y=4¢ os
trés planos coordenados.

R. 114
5. Calcular a area da superficie compreendida entre as curvas : x> +y> =25 e 9y =4x’.
6. Calcule as integrais abaixo :
3 2 b a 2w
a) (2x + 3y + 6)dxdy b) (x + y)dxdy c) e *dxdy
I I I
e e non
dxdy 2 2
d) I I X.y e) J' J’(a.cose + bsen26)d6dy
1 1 5 0
1 1
R. 87 ; —ab(atb);2;1; — Tb
2 2 2
2.2
7. Calcular H Xy dxdy’ onde R é o circulo x*+y?< 1.
R
R. 1724
2, 2
8. Calcular ” (x”+ y")dxdy ,onde Réosetor x=0,y=0, x>?+y*=a’.
R
R. m?/8
9. Calcular a area da regido compreendida entre a pardbola x>+ 8y =16 e areta 4y = 3x.
R. 125/6
2 2
10. Calcular ” (x* + y*)dxdy ,onde R éocirculo x*+y’<4.
R
R. 41

11. Determine o valor médio da fungdo f( x , y ) = 3y, sobre o tridngulo cujos vértices sdo : A(0,0) ;
B(4,0) e C(2,2).
R.2

12. Supondo que a fungdo densidade de probabilidade conjunta para as variaveis ndao negativas X € y
seja h(x,y)=x.e *.e™”, determine a probabilidadede 0 <x<1 e 0<y<2.

R. 0,2285
13. Calcular o volume do sélido no 1° octante delimitado por y +z=2 e pelo cilindro que contorna a

regido delimitada por y=x% ¢ x =y>.
R. 31/60
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14. Calcular o momento de inércia em relagdo ao eixo dos y de uma chapa que possui a forma dada pela
fungdo y= /x ,nointervalo [ 0,4 ] e sabendo que a sua densidade de massa é iguala x .y kg/m?.

15. Uma lamina tem a forma do tridngulo de vértices (—1,0),(1,1) e(1,—1) . Determinar a
massa e o centro de massa da ldmina se a sua densidade de massa é constante .

16. Uma lamina tem a forma de uma regido plana R delimitada pelas curvas x =y* ¢ x =4 . Sua
densidade de massa ¢ constante .

a) Determinar o momento de inércia da lamina em relagao ao eixo dos x ;

b) O momento de inércia da lamina em relagdo ao eixo dos y .

17. Calcular o centro de massa de uma lamina plana quadrada de 4 cm de lado, com densidade de
massa constante .

18. Uma lamina plana tem a forma da regido delimitada pelas curvasy =x*+1 e y =x+ 3. Sua densi-
dade de massa no ponto P( x, y ) € proporcional a distancia desse ponto ao eixo dos x . Calcular :

a) a massa da lamina ;

b) o centro de massa

¢) o momento de inércia em relagdo ao eixo x
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INTEGRAIS TRIPLAS

1. INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS RETANGULARES

Se F(x,y, z) for uma fungdo definida em uma regido fechada D do espago ( p.ex. numa
esfera maci¢a, num tronco de cone , etc. ), entdo a integral de F sobre D pode ser dividida do modo
descrito a seguir. Subdividimos uma regido retangular de D em células retangulares elementares me -
diante planos paralelos aos coordenados. As células tém dimensdes Ax . Ay .Az. Numeramos tais ele-
mentos de volume segundo uma determinada ordem :

AV ,,AV,,...,AV,, escolhemos um ponto ( Xy, Y, Zx Jem cada AV y e formamos a soma :
Sn: ZF(Xk,yk,Zk).AVk.

Se F for continua e a superficie envolvente de D for constituida de trechos suaves de su-
perficies, unidos ao longo de curvas continuas, entdo quando Ax , Ay, Az aproximam-se de Zero, o
somatorio S, tende para um limite :

lim S, = [[[ FCo¥020-8 Vi gy
D

Denominamos tal limite Integral Tripla de F sobre D. Esse limite existird, igualmente,
para algumas func¢des descontinuas.

2. PROPRIEDADES
As integrais triplas possuem as seguintes propriedades :

1*: ”Jk‘FdV =k. ”I Fdv , onde k= constante A J” (F+ G)dv _ ”J Fdv + HJ Gdv
D D D D D

3: [[[ F4V 20, se F20 em D g [[[ F&V < [[[ G4V e F<G emD

D D D

[ Fav - Fav

D

[PV [[fFaV . [[fFav

2 3 n

3. VOLUME
Podemos utilizar uma integral tripla para calcular o volume de um so6lido, para isto basta
fazer F(X,y,z)=1, entdo a integral [[[dV representara o volume de D.
D

3.1-CALCULO
Para calcular uma integral tripla, utiliza-se uma versao tridimensional do teorema utiliza -
do para calcular as integrais duplas, ou seja, calculamos trés sucessivas integrais simples.

EXERCICIO PROPOSTO : Calcular o volume do sélido delimitado inferiormente por z =3 — % , Su-

periormente por z = 6 e lateralmente pelo cilindro vertical que contorno a
regidio R delimitada por y=x> e y=4.
R. 224/5
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4. APLICACOES FISICAS

De maneira semelhante ao que foi feito com integrais duplas, podemos utilizar as integrais
triplas para determinar a massa de um corpo, as coordenadas de seu centro de massa e 0 momento de
inércia em relagdo aum eixo L.

4.1 —MASSA TOTAL DE UMA LAMINA

Para encontrarmos a massa total de um corpo podemos utilizar a integral :

M= J:! O(X,y.,2) dv .

4.2 — MOMENTO DE MASSA EM RELACAO AOS EIXOS COORDENADOS
Para calcularmos os momentos de massa em rela¢do aos eixos coordenados utilizamos as
integrais :

M, = er 23 Xy:Dgy M, = er YO yBav e M, , =

II x O (X,¥,2Z). dv
T

Entdo as coordenadas do centro de massa da lamina ¢ dado por :

4.3 - MOMENTO DE INERCIA
Podemos dizer que o momento de inércia de um corpo ¢ a capacidade do corpo resistir a
aceleracdo angular em torno de um eixo L.

Para encontrarmos os momentos de inércia utilizamos as integrais :

2 2
I.= _r_r (y7 #2798 (X.¥:2) 4y _, Momento de inércia em relagio ao eixo x ;
T
2 2
I,= _U (x7 #2738 (X.¥.2) _, Momento de inércia em relagdo ao eixoy ;
T

2 2
I,= JI (X7 +¥7)8 (%¥:2) _, Momento de inércia em relagdo ao eixo z ;
T

EXERCICIOS PROPOSTO

1. Calcular a massa e o centro de massa do solido T, delimitado por 2x +y +z=1 e os planos coor-
denados, sabendo que a densidade de massa em P( X, y, z ) é proporcional a distancia até o plano xy .

2. Encontrar o momento de inércia em relagdo ao eixo z do solido delimitado pelo cilindro x* +y*=9
e pelos planos z=2 ez =4, sabendo que a densidade de massa é iguala (x*+y?)kg/m’.
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Calcule as seguintes integrais triplas :

a) ”J FdV,Onde F(x,y,z)=xy’z’ e D:0<x<2,0<y<3,0<z<]1.

D
R.9/2
b) Jg (S5x+ yz)dV ,onde D:0<x<1,0<y<x,0<z<x*+y?
R. 17/12
o [[[ x*2y+32dV ;4 Dio<x<2,12y<3, 02253,
D
R. 120
2. Calcule m Z dV,onde D ¢éum prisma reto de base triangular e altura igual a 7, sendo
D
A(1,0,0), B(3,2,0) e C(1,2,0).
R. 49
3. Calcule ”J xyzdV ,onde D:x*+y*+2z’<4,y>0 ¢ z>0.
D
R.

4. Calcule Jg z.p.senf dV ,onde D ¢ aregido do espago ( p, 0, z ) determinada pelas desigualdades

0<z<3,0<p<2e 0<O<T.

5. Calcule as integrais abaixo :
1-x

1
dzdyd
J;‘([xzyx

1 4
R.12; — abc(a?+b2+c¢c?); —
3 35

3 1 2

a) I I I(x + y + z)dxdyd b) (x? + y2 + Z2)dXdde c)
530 71

Oy
o= o
o= o
oSt ~

6. Achar o volume do s6lido compreendido entre as superficies y*+z’=x e x=y, z>0.

1
R. —
32
7. Achar o volume do s6lido limitado pelos cilindros x* +y*=a? e y*+z*=a’no 1° octante.
2
R. — a3
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8. Achar o volume do so6lido limitado pela superficie x% + y% $ 27 : a% .

4
R. —ma?
35
9. Calcular o volume do solido delimitado por x*+y*=4,z=0 ¢ 4x +2y+z=16.
R. 641
10. Calcular o volume da parte do tetraedro 3x + 6y +2z=6.
a) entre os planos z=1 ¢ z=2 b) acima do plano z=1
2 8
R — ; —
27 27

11. Calcule o volume do solido delimitado pelas superficies x*+y*=16;z=2 ¢ x+z=9.

R. 1121

12. Calcule ”J xdv ,onde D:0<x<1;0<y<xe 0<z<x+y.
D

R. 3/8

13. Calcular a massa dos so6lidos limitados pelas superficies dadas considerando a densidade de massa
igualaa 4kg/m?*.

a)z= x> +y? b)z=4-x*—y?

14. Calcular o momento de inércia em relag@o aos eixos coordenados do solido delimitado por z=4 —
x*—y? e z=0, sabendo que a densidade de massa em um ponto P ¢ proporcional a distincia de P
ao plano xy .

15. Um solido no primeiro octante é limitado abaixo pelo plano z = 0, lateralmente pelos planos y =0
e pela superficie x =y’ e, acima, pela superficie z=4 —x*. A densidade ¢ &(x,y, z)=kxy, onde
k ¢ uma constante.
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COORDENADAS POLARES

1. INTRODUCAO

Até agora, sempre que foi preciso representamos curvas planas como cole¢des de pontos
(x,y) emum sistema de coordenadas cartesianas, onde x e y representam as distincias orientadas
dos eixos coordenados ao ponto ( x, y ) . As equagdes correspondentes para essas curvas podem ser
dadas nas formas cartesianas ¢ paramétrica. Nesta unidade vamos conhecer um outro sistema de co-
ordenadas, o Sistema de Coordenadas Polar.

2. SISTEMA DE COORDENADAS POLARES
Para formar o sistema de coordenadas polares no plano, fixamos um ponto ( O ), chamado
de polo( origem ) e construimos a partir do pdlo um raio inicial, denominado eixo polar.

DEFINICAO : As coordenadas de um ponto P diferente da origem( p6lo ), num plano xy, sdo
(r,0),onde r ¢éadistdncia de P a origem e O éum angulo formado pelo eixo
dos x positivos com a reta entre a origem e P.

.

EIXO POLAR

Para marcar um ponto em coordenadas polares, utilizaremos as seguintes convengdes :
a) Se o angulo AOP for descrito no sentido anti-horario, entdo 6 > 0. Caso contrario, temos 8 < 0.
b) Se r <0, o ponto estara localizado na extensao do lado terminal do 4ngulo AOP.
EXERCICIOS PROPOSTOS : Representar num sistema cartesiano de coordenadas polares os seguintes
pontos :

a)P(3,71/6) b)Py(-3,T/6)  ¢)Py(-3,-T/6) d)P(3,-T1/6)

3. RELACAO ENTRE COORDENADAS CARTESIANAS E COORDENADAS POLARES

As definicdes de Seno e Cosseno em um triangulo retdngulo cujos catetos medem( x ey )
e a hipotenusa( r ) nos ddo as equagoes :

x=r.cos 8 ¢ y=r.sen 0, que exprimem as coordenadas retangulares ( X, y ) de um
ponto em termos de suas coordenadas polares (1, 8 ). A equagdo que exprime r em funcdo de x e
y ¢:
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Supondo 0 <0 < 271 encontre as coordenadas polares dos pontos abaixo :

a) A(-3,3) b)B(7,0) ) C(~1, V3 ) d)D(3,4)

2. Escreva as equagoes abaixo, em coordenadas polares :

a)x =2 b) x =3y o)xl-y?=1 d)2x2+y2=1

3. Escreva as equagdes abaixo, em coordenadas retangulares :

a)r=sec0 b) r =— 3cossec 6

?= 0. 0 dr=————
c)r°=cos 0. sen )r 3 cost

4. Faga o grafico das equagdes dadas em coordenadas polares.

Tt
ayr=2 b)GIE c)r=sec 6 dyr=4.sen6
Respostas :
2.a)r=2.secB b) cotg 6 =3
c)r>=sec20 d)1l-r2=r21g*0
3.a)x=1 b)y+3=0

) (x2+y2)P=x.y d)3x2+4y> +12x - 36=0
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